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Прикладная математика

В математике имеется опыт сокращения записи. Например, наиболее часто используемые слова имеют специальные обозначения. К ним относятся и так называемые кванторы, имеющие международное применение.

Кванторы

Кванторы, имеющие международное применение:

( - квантор существования, «существует» – Exist
( - квантор всеобщности, «все, каждый, любой» – All
Буква переворачивается для невозможности неоднозначной трактовки, например естественной буквы. У курсантов военных вузов в конспектах часто встречается слово «Командир», которое они сокращают, переворачивая букву К. В каждой учебной дисциплине есть свой характерный набор слов, которые разумно сокращать. 

Студенты различных вузов эксплуатируют и другие подобные идеи, например, символ ~ соответствует окончанию прилагательного на -ый, -ой. Так, студенты-физики могут писать: t~ - температурный или временной (в зависимости от контекста). Учащиеся-юристы распространяют прием на такие слова, как государственный, правовой и т.д.

Введение в математику

Математика занимается абстрактными объектами, которые в чем-то похожи на реальные. Однако применение математики является определенным искусством. Распространение результатов с абстрактных объектов до реальных должно для каждого случая доказываться. 

· В математике 1 + 1 = 2 (числа – абстрактные объекты), но если взять 1 литр спирта и добавить к нему 1 литр воды, то 2 литра смеси не получится.

· В математике из равенств объектов a = b и b = c следует равенство a = c. В практике, понимая, например, под равными цветами те, которые неразличимы для глаз, можно столкнуться с тем, что попарно у объектов a, b и b, c  цвета различить нельзя, а у пары a, c – уже можно. Вообще, отношение равенства в реальном мире всегда условно. То, что хочет женщина, то хочет бог, а если мужчина хочет того же, то это может оказаться статьей уголовного кодекса.

· Формула S = v(t связывает отдельные свойства движущегося материального объекта – положение, скорость, время движения. «Материальный объект» является абстракцией, не учитывающей различные свойства – природу, форму, размеры, вес, температуру и т.д. Формула будет справедлива и для идущего человека и для летящего камня. Точность формулы ограничена предположением неизменности скорости. Более полной является формула: S = vt + at2/2. Но она правильна только для случая постоянного ускорения, а если последнее меняется, то следовало бы писать S = vt + at2/2 + bt3/6. И это верно только при постоянном изменении ускорения! Оказывается, что любое самое сложное движение может быть представлено в общем в виде бесконечного ряда ( ck tk / k!. Для практики же ограничиваются всегда какой-либо точностью.

Иллюстрация элементов числовой алгебры

	Элементы:
	Числовая алгебра
	Право

	Система объектов
	Числа
	Человек, государство, собственность, ...



	Отношения между объектами
	>, <, =, ...
	родства, гражданство, собственнос​ти (собственник, владелец) 



	Операции над объектами
	+ – */ ...
	купли-продажи, ...




Примеры разделов математики и их элементов.

	Раздел математики
	Объекты
	Операции
	Отношения

	Числовая алгебра
	Числа
	3 + 4

3 ( x 
	3 < 4

3 ≠ 4

3 ≤ x

	Теория множеств
	Множества, Элементы
	A ( B
A ( B
	A ( B, B ( C –подмножество; =, ≠

	Алгебра логики
	Высказывания, 
Предикаты
	A & B,...
	Равнозначные

	Теория вероятностей
	Случайные события;

Случайные величины
	A+ B, AB
x + y,...
	Совместные,..

Зависимые,...


Имена 

Часто абстрактные объекты в математике обозначаются именами. Например, в геометрии точки обозначаются прописными латинскими буквами A, B, C,...; имена отрезков образуются из имен концов отрезков – AB, CD,...., числовые значения длин отрезков представляются строчными латинскими буквами – a, b, c,... В числовой алгебре числа также могут заменяться именами: Вес = Рост – 100, a2 + b2 = c2, y < x2. Имена могут содержать и цифры, например, индексы: A1, x12..

Свойства операций и отношений

В математике операции и отношения могут иметь некоторые свойства.

	Свойства операций

	a + b = b + a 
	коммутативность

	a(bc) = (ab)c 
	ассоциативность 

	a(b + c) = ab + ac
	дистрибутивность (двух операций)

	Свойство отношений

	Из a ~ b и b ~ c 

следует
a ~ c
	свойство транзитивности. Например, в числовой алгебре: 

из a < b и b < c  следует a < c;

из a = b и b = c  следует a = c


Алгеброй называют систему математических объектов, замкнутую относительно операций, которые на ней определены. Это значит, что операции над объектами результатом имеют объект из этой же системы: сумма чисел – всегда число, операции над множествами дают всегда множества, а над случайными событиями – случайные события.

Рассмотрим систему строевых команд: СМИРНО, НАЛЕВО, НАПРАВО, КРУГОМ. Последовательность команд налево, кругом равносильна одной команде направо. Этот факт можно записать символически, введя операцию «+» и отношение «=»: Л + К = П. То, что записано слева и справа от знака равенства, для человека, который команды выполняет, вообще говоря, различно. Одинаковы только положения, которые получаются в результате выполнения команд. Сумма любых двух команд является одной из команд, следовательно, мы имеем дело с алгеброй. В этой алгебре команда С выполняет роль нуля в числовой алгебре:

Команда + С = Команда. 

В любой алгебре противоположные элементы вводятся как удовлетворяющие соотношению: a + b = 0. И в алгебре команд можно указать противоположные, подтвердить коммутативность, ассоциативность сложения и т.д.  

Множество

Понятию «множество» нельзя дать формального определения, которое не сводилось бы просто к замене слова его синонимами: «совокупность», «набор элементов», и т.п. В языках существуют различные обозначения объектов со свойствами множественности: птицы собираются в стаи, рыбы – в косяки; много людей – группа, марок – коллекция, фломастеров – набор, лошадей – табун, коров – стадо, сочинений – собрание, законов – свод, убийств – серия и т.д. В математике аналог этого явления обозначается общим словом – множество, которое абстрагируется от содержания своих элементов.

Множество состоит из элементов, не оговаривается количество элементов и их природа, в частности, множество может содержать и ноль элементов – пустое множество, обозначается символом (. Факт принадлежности элемента множеству записывается: a ( A.

Отношения

О множествах на рисунке хочется сказать: B < A. Однако, такое отношение применимо только к числам – например, площадям фигур, количеству элементов во множестве и т.д. Возможно, площадь левой фигуры меньше, зато возраст – больше (на секунду раньше нарисована), вес – тоже (элементы – кирпичи, а у правого – спички). В теории множеств приняты только следующие отношения:

A = B – множества равны, когда состоят из одних и тех же элементов. 

B ( A – B подмножество A: все элементы множества B принадле​жат множеству A. 

Операции над множествами
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	Рис. 1
	
	Рис. 2
	
	Рис. 3


	A ( B 
	объединение множеств (Рис. 1) – множество, состоящее из всех элементов, которые входят хотя бы в одно из множеств A ИЛИ B.

	A ( B
	пересечение множеств (Рис. 2) – множество, состоящее из всех ОБЩИХ элементов, которые входят в оба множества A И B.

	A \ B
	разность множеств (Рис. 3) – множество всех тех элементов A, которые не входят в B, то есть из A выбрасываются все элементы множества B.


Определить результат операции:

((A
=(
((A
=A

A(A
=A

A(A
=A

A\A
=(
A\(
=A

(\A
=(
Для диаграммы определить:


A(B(C
(A(B)\C

(A(B)\C

(A\ C) ((C\B)

(A(B) ((A(C) ((C(B)

Проверить отношение равенства: (это можно сделать, построив диаграммы множеств слева и справа от знака равенства, после некоторого опыта это выполняется мысленно)

A((A(B)=A
+

(A\B)(B=A(B
+

A\B=A\(A(B)
+

(A\B) ((B\A)=(A(B) \ (A(B)
+

A(B=(A\B) ( (B\A) ( (A(B)
+
Проверить отношение подмно​жества:

(A \ B) ( (A ( B)
+

(A \ B) ( A
+
(A(B) ( A
+
A ( A ( B
+
Проверить свойство коммутативности для операций ( и \.

Какие из свойств дистрибу​тивности операций верны:

A((B (C) = (A(B) ( (A(C)

A( (B(C) = (A(B) ( (A(C)

Мера

Множествам можно сопоставлять числа, которые потом можно сравнивать, то есть «измерять» множества. Примеры мер: длина, площадь, количество элементов, вес, стоимость.

Мерой в математике называют любую числовую функцию, которая:

1. m(A) ( 0 – неотрицательна для любого объекта;
2. m(A ( B) = m(A) + m(B) если A(B=(.

Из второго свойства, если подставить A=(, B=(, следует, что m(() = 0.

	A
	
	
	Известны площади (рис. 4) s(A), s(B), s(A ( B). Выразим через них s(A ( B). 

s(A ( B) = s(A) + s(B) – s(A ( B)
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	Рис. 4
	
	
	


Действительно, в сумму первых двух слагаемых площадь пересечения входит дважды, она учитывалась и в фигуре A, и в фигуре B, поэтому один раз ее необходимо исключить. Эта формула верна и для случая, когда s – мера, означающая количество элементов множества, и вообще для любой меры, определенной на множествах – веса, длины, объема и т.д.

Задача. Инспектор составил отчет, в котором указал, что на его терри​тории – 100 несовершеннолетних, каждый из которых задерживался хотя бы раз за хулиганство, наркотики или бродяжничество. За хулиганство задерживалось – 60 подростков, за наркотики – 20, за бродяжничество – 30. Причем, 10 человек задерживались за хулиганство и наркотики, 10 – за хулиганство и бродяжничество, 5 человек – за наркотики и бродяжничество, 5 – по всем трем поводам. Почему инспектор был уволен? (Рис. 5). 

С одной стороны 
s(Х(Б(Н) = 100. (из отчета)

С другой:
s(Х(Б(Н)=s(Х)+s(Б)+s(Н)-s(Х(Н)-s(Х(Б)-s(Б(Н)+s(Х(Б(Н)= 90. 

Цифры отчета были просто придуманы, при выполнении сводки таких расхождений возникнуть не должно.

	
	
	
	
	Х
	

	Б
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	Н
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	Рис. 5
	
	
	


Математическая логика 

Математику отличает наличие доказательств, хотя они встречаются и в других сферах человеческой деятельности, например, в юриспруденции. Представления об убедительности доказательства меняются постоянно. Для средневековых судов доказательством невиновности служил факт, что человек мог удержать в руке раскаленное железо (объяснение простое: невиновному, конечно, помогает бог); если брошенная в воду при судебном эксперименте связанная женщина не тонула, ее объявляли ведьмой и сжигали. Впрочем, над современными системами доказательств в юриспруденции через какое-то время будут потешаться так же, как сейчас над средневековыми. 

Математическая логика изучает способы рассуждений и доказательств, применяемые в математике. Умозрительные заключения могут приводить к неверным результатам. В Древней Греции изобретались такие «доказательства» неверных утверждений – софизмы. «Все, что ты не потерял, ты имеешь. Ты не потерял рогов, следовательно, ты их имеешь». «Если равны половины, то равны и целые. Полупустой стакан равен полуполному; следовательно, пустой стакан равен полному». 

Кроме своей формы и смысла предложения какого-либо языка различаются еще и степенью их соответствия действительности. В простейшем случае последняя характеристика сводится к тому, что они признаются либо истинными, либо ложными. Хотя в общем случае ответить «Да» или «Нет» на любой вопрос не удается: Карлсон, который живет на крыше, для доказательства этого спросил: «Перестали ли Вы пить коньяк по утрам?». 

Объекты 

1) логические значения – два абстрактных объекта: истина и ложь;

2) высказывание – текст, которому можно приписать логическое значение. Текстам: «Сколько времени?», «Иди ко мне!» и т.д. приписать логические значения нельзя;

3) предикат – высказывание, текст которых содер​жит предметные переменные, определенные на множестве некоторых значений, не обязательно числовых: P(x), P(x, y) и т.д. Логическое значение предиката зависит от значений переменных. При подстановке некоторых значе​ний будут получаться высказывания истинные, при других – ложные.

	P(x)=«x < 5»
	x может принимать числовые значения

	P(гражданин)=
«Гражданин имеет алиби»
	в качестве гражданина выступают люди


	Операция
	Текст предложения-результата 
(a – текст высказывания A, b – текст B)

	A & B Логическое умножение
	a «И» b. Утверждается истинность ОБОИХ высказы​ва​ний.

	A ( B Логическое сложение
	a «ИЛИ» b. Утверждается об истин​ности ХОТЯ БЫ ОДНОГО высказы​ва​ния.

	A(B Импликация 
	«ЕСЛИ» a «ТО» b. Вариант: «ИЗ» a «СЛЕДУЕТ» b. Ут​вер​​жда​ется, что при истинности первого высказы​вания будет верным и второе.

	A(B 
Эквивалентность
	«ДЛЯ ТОГО, ЧТОБЫ» a «НЕОБХО​ДИМО И ДОСТАТОЧНО» b

	(A Отрицание
	«НЕ» a.  Вариант: «НЕ ВЕРНО, ЧТО» a

	...
	


Логические значения результатов (таблица истинности)

	A
	B
	A&B
	A(B
	A(B
	A(B
	(A
	..

	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	

	0
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	

	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	


Отношения

A = B – высказывания равны если у них совпадают тексты.

A ( B –высказывания равнозначны, если их логические значения равны, тексты не принимаются во внимание. Отношение является самым важным в математической логике. Если известно о равнозначности двух утверждений, то верность одного из них может быть установлена доказательством верности другого (или, наоборот, доказательством от противного).

Способы определение логических значений высказываний

· Эмпирически - на основе опыта: «Москва – столица России» (Истина);

· Экспериментально – проверкой: «Кислород легче водорода» (Ложь);

· Произвольно - «Через точку, лежащую вне прямой, можно провести только одну прямую, параллельную данной» (Истина). В этом случае ни эмпирически, ни экспериментально получить логическое значение нельзя. Не удается получить его и средствами математической логики, то есть доказательствами. Значение является допущением, которое привело к созданию евклидовой геометрии;

· Вычислениями - получаются по правилам математической логики.

Для некоторых высказываний невозможно установить истинность: «ровно 1000 лет назад на территории города шел дождь».

Естественный язык допускает грамматически правильные конструкции, которые выглядят как осмысленные утверждения, но о которых в принципе нельзя решить, истинны ли они.

Пример 1.

	Утверждение в правой рамке – ложно
	
	Утверждение в левой рамке – истинно


Пример 2. (Парадокс брадобрея). В деревне жил всего один брадобрей, который брил всех тех и только тех мужчин, которые не брились сами. Брил ли он самого себя? Это хороший пример абстрактности логики: здесь множество логических значений - {бреется, не бреется}, а приписываются они мужчинам. 

Основные законы логики

	((A & (A) ( 1
	закон противоречия: любое A не может быть одновременно и истинным и ложным, вне зависимости от его содержания

	
	

	A ( ( A ( 1
	закон исключенного третьего

	((A ( A
	закон двойного отрицания

	(A ( B) ( 
((B ( (A)
	закон контрапозиции. Используется в доказательстве от противного


Индукция и дедукция

Дедукция – переход от общего к частному; процесс логического вывода, т.е. перехода по тем ли иным правилам логики от некоторых предложений-посылок к их следствиям (заключениям).

	Общие утверждения 
(предикаты)
	Частные утверждения (высказывания)

	Все граждане России имеют право на образование
	Петров имеет право на образование

	Все числа, оканчиваю​щиеся нулем, делятся на 5
	140 делится на 5


Индукция – вид обобщения, переход от частного к общему. Индукция может привести как к верным, так и к неверным выводам. 

1. 140, 290, 910 делятся на 5;

2. Все числа, оканчивающиеся нулем, делятся на 5;

3. Все трехзначные числа делятся на 5.

Из частных утверждений (1) получены общие утверждения (2,3). Одно из них верно, а другое – нет.

Пусть имеется утверждение, справедливое в нескольких частных случаях (но в то же время оно может быть несправедливым вообще – все частные случаи рассмотреть невозможно). Как же узнать, справедливо ли это утверждение вообще? Этот вопрос иногда удается решить посредством применения особого метода рассуждений, называемого методом математической индукции, заключающийся в следующем:

Утверждение P(n) справедливо для всякого натурального n, если:

1. P(1) ( 1: оно справедливо для n = 1

2. P(n)(P(n+1) из справедливости утверждения для какого-либо произвольного натурального n следует его справедливость для n+1.

Задача. В вагоне поезда, где все видят друг друга, заходит проводник и говорит, что и в этом вагоне есть испачканные дымом, и что выйти помыться можно на любой станции. Пассажиры не имеют зеркал и не разговаривают друг с другом. На какой станции испачканные выйдут?

Докажем верность P(n) = «В вагоне с n испачканными они выйдут на станции n».

1. P(1) = «В вагоне с 1 испачканным он выйдет на станции 1» ( 1. Действительно, он испачканных не видит, но проводник сказал, что они есть. Легко догадаться, кто это.

2. Если пассажир видит n испачканных, он знает, что они должны выйти на станции n. Если этого не происходит, значит испачканных больше (кто же это еще?), значит, на следующей станции ему надо выйти помыться. 

Математическая индукция является дедуктивным методом. Название обусловлено тем, что метод ассоциируется с традиционными «индуктивными» умозаключениями, ведь шаг (1) действительно доказывается только для частного случая.

Логика подтверждения исследует то, какие гипотезы лучше индуктивно подтверждаются имеющимися фактами. В ней существует ряд трудностей – парадоксы подтверждения, наиболее известен парадокс воронов. Обычно принимается, что гипотезу «Все A суть B» подтверждает наличие примеров, имеющих свойства A и свойство B. Например, чем больше мы в жизни встретим черных воронов, тем больше у нас оснований принять гипотезу: «Все вороны черные». Таким же образом гипотезу «Все нечерные предметы не являются воронами» подтверждает наблюдение любого нечерного предмета, например, белого ботинка. Но две эти гипотезы логически эквивалентны, значит, то, что подтверждает одну, подтверждает и другую. Таким образом, наблюдение белого ботинка подтверждает гипотезу о том, что все вороны черные, а это никак не согласуется с интуицией.

С точки зрения математики, (A(W) (((A & B) (W). В юридической практике часто из вещественных доказательств и свидетельских показаний A1,...An заключают о виновности обвиняемого, а апелляционный суд, приобщая новые факты B1,...Bm приходит к выводу о невиновности:  (A1,&...& An ( W), однако (A1,&...& An & B1 &...& Bm ( (W)
Выберите для высказы​вания «Не уверен, что эта новость окажется для вас неприятной» равнозначное из следующих:

· Уверен, что эта новость будет для вас приятной

· Уверен, что эта новость будет для вас неприятной

· Уверен, что эта новость не будет для вас приятной

· Похоже, эта новость будет для вас приятной

· Похоже, эта новость будет для вас неприятной

Над предикатом определены те же операции, что и над высказываниями. 

Если о некотором предикате известно, что он истинный, то мы можем дедуктивно порождать истинные высказы​вания, подставляя в него разные значения. Что является переменной в предикате «Четное число делится на 2» и какие высказывания могут быть порождены дедуктивно?

Алгебра логики в программировании

С точки зрения логики A&B ( B&A. Однако, компьютер при такой операции может и не обратиться к вычислению значения второго операнда. Дело в том, что при ложности первого операнда значение всего выражения заведомо будет ложным, поэтому допустимо писать:

IF (x>0) AND (1/x > 2) THEN...,

но недопустимо (при x=0 возникнет ошибка деления на 0):

IF (1/x > 2) AND (x>0) THEN...

Объясните, почему в данном разделе приведен рассказ:

Султан возвращался домой с победной войны. По традиции, в столице армию должны были встречать артиллерийским салютом, но городские пушки молчали. Султан призвал к себе главного визиря и потребовал объяснений.

– Повелитель, – начал главный визирь, – на то было двенад​цать причин. Во-первых, у нас кончился порох...

– Довольно! – сказал султан и велел отрубить визирю голову.

Теория вероятностей

Раздел математики, изучающий количественные законо​мерности случайных явлений, т.е. таких, которые при одинаковых условиях могут протекать по-разному. Неодинаковые результаты всегда связаны с наличием каких-то второстепенных факторов, которые меняются и вносят различия в результаты.

Объекты теории вероятностей

Случайное событие – всякий факт, который может произойти или не произойти в результате случайного явления.

Случайная величина – количественное проявление случайного явле​ния, принимает различные значения. 

	Случайное явление
	Случайное событие
	Случайная величина

	стрельба по мишени


	попадание в мишень; выбито более 5 очков
	количество попаданий при пяти выстрелах 

	бросание 
монеты
	выпадение орла боль​ше раз, чем решки
	количество выпадений орла

	случайное 
вытаски​ва​ние шаров
	все вытащенные ша​ры  – белые; из пяти вытащен​ных 2 – белые
	количество белых ша​ров после 5 попы​ток вытаски​вания


Операции над событиями (результат – событие)

	AB
	произведение событий: происходит, когда одновременно наступают оба события A и B

	A+B
	сумма событий: происходит, когда наступает хотя бы одно  из событий – A или B

	Ā
	противоположное событие – наступает во всех остальных случаях, кроме A


Шарики, вытаскиваем два. Событие A: первый шарик – белый, B: второй шарик – белый. Тогда:

AB
оба белые 

A+B
хотя бы один белый 

Ā
первый не белый 

ĀB
первый не белый, а второй - белый

Вероятность

На множестве случайных событий вводится числовая мера p (possible), которая для события A характеризует степень возможности его наступления – вероятность и имеет тем большее значение, чем возможнее событие. Для вероятности введено соглашение:

0 ( p (A) ( 1

Событие A, для которого p (A) = 0, называют невозможным (не может наступить); событие A, для которого p (A) = 1, называют достоверным (всегда наступает).

Такая мера может быть определена разными способами.

Условная вероятность

Запись p (A|B) читается: вероятность события A при условии, что наступило событие B. Иногда возможность наступления события зависит от того, произошло ли другое (вытащить белый шарик при условии, что белые шары положили).

Отношения между событиями

Два события называют несовместными, если они не могут одновременно наступить, в противном случае они называются совместными – появление одного из них не исключает появление другого. Геометрическая интерпретация (Рис. 4): 

p(AB)= 0 попасть одновременно в области A и B нельзя; p(AC)( 0. 

	A
	
	
	
	B
	

	
	AC
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	Рис. 4
	
	


События A1, A2, ..., An образуют ПОЛНУЮ ГРУППУ СОБЫТИЙ, если всегда происходит ровно одно из них. Например, из двух шариков:

1) оба белые, один белый, белых нет; 

2) есть белые, нет белых.

События A, B – независимыЕ, если вероятность события A не зависит от того, произошло событие B или нет: P (A | B) = P (A). То есть событие B не влияет на возможность наступления события A. Например, молитва не увеличит шансы выпадения шестерки на кубике. В противном случае, P (A | B) ( P (A), события зависимы. Обработка липким составом противоположной от шестерки стороны кубика увеличит шанс выпадения шестерки.

Операции над случайными величинами 

Если x – случайная величина, то x+1, x2 ,... также будут случайными величинами – они будут принимать разные значения; любые операции и функции числовой алгебры, применяемые к числам, будучи примененными к случайным величинам, дадут случайную величину.

Классический подход к определению вероятностей

Если для полной группы n равновозможных событий m событий приводит к наступлению события A, то вероятность события определяется:
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Иду по улице. Могу встретить динозавра, а могу не встретить (это полная группа событий – наступает ровно одно и них). Вероятность встречи можно определить: p(Встречи) = 1/2. В чем ошибка? События не равновозможные, подход неприменим. 

Шарики – 2 б + 1 ч. 

1. Определить вероятность того, что будет выбран белый. Могут быть выбраны такие шарики: 

○ 1
○ 2
● 3 

Это полная группа равновозможных событий – ни у одного из шариков нет преимуществ. К событию «Выбран белый» приводят два события: выбран 1-й, выбран 2-й.
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2. Определить вероятность того, что в выбранной паре окажется хотя бы один черный шарик. Теперь нужно забыть, что в корзине шарики, и представить, что там разные пары. Могут быть выбраны такие пары:

○ 1
○ 1
○ 2

○ 2
● 3
● 3

Пар с черным шариком – две, а всего разных пар – 3.
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Аналогично:

p(б + б) = 1/3

p(ч + ч) = 0/3 = 0 – невозможное событие

p(б + ч) = 2/3

p(б +...) = 3/3 = 1 – достоверное событие

Задачи

1. Определить вероятность того, что квадрат случайного целого числа оканчивается на 1.

p(n2 оканчивается 1) = ...Можно ли рассматривать в качестве полной группы событий 0, 1, 2,...9 – разные случаи окончания n2 ? Нет, они не равновероятны. Например, на 2, 3, 7, 8 квадрат числа вообще не может оканчиваться. Рассмотрим в качестве полной группы событий 0, 1, 2,...9 – разные случаи окончания n. При этом ровно два события 1, 9 приводят к событию «n2 оканчивается 1»... = 2/10.

2. Определить вероятность того, что произведение двух случайных целых чисел оканчивается на 1. 

p(n ( m оканчивается 1) = ... В качестве полной группы событий рассмотреть (0,0),...(9,9) – различные случаи сочетаний последних цифр n и m. Всего их 100, из них 4 приводят к событию... = 4/100.

Комбинаторика 

Комбинаторика – раздел математики, который изучает методы подсчета числа различных комби​на​ций, почти всегда отвечает на вопрос: «Сколькими способами можно выполнить некоторое действие?».

Основные принципы комбинаторики

1. Если для действия нужно выполнить одну операцию И другую, m и n способами соответственно, то общее число действий = m ( n.

Шарики – 3 б + 2 ч. Сколькими способами можно выбрать пару б + ч? Для действия нужно выбрать белый шарик (3 способа) И черный (2 способа). Обще число способов выбора = 3 ( 2 = 6.

2. Если для действия нужно выполнить одну операцию ИЛИ другую, m и n способами соответственно, то общее число действий = m + n.

Шарики – 3 б + 2 ч. Сколькими способами можно выбрать пару одного цвета? Для действия можно выполнить одну из двух операций: выбрать белую пару (3 способа) ИЛИ выбрать черную (1 способ). Обще число способов выбора = 3 + 1 = 4.

Формулы комбинаторики

Любая последовательность n различных объектов с учетом порядка называется перестановкой этих объектов. Например, abc, acb, bac, bca, cab, cba – различные перестановки элементов a,b,c.

Число всех возможных перестановок из n элементов:

Pn = n!

n! – арифметическая операция, читается n-факториал: 

n! = 1 ( 2 ( 3 (.... ( n; 

0! = 1.

Например, P3 = 1 ( 2 ( 3 = 6.

Действительно, как бы ни встали n–1 человек (одна операция), последний может разместиться среди них n способами (вторая операция), значит, из общего принципа комбинаторики: Pn = Pn–1 ( n . Применяя многократно эту идею, и получим методом математической индукции доказательство формулы.

Любое подмножество из m элементов множества, содержащего n элементов, называется сочетанием из n элементов по m. 

Например, ab, ac, bc – сочетания из множества abc.

Число всех различных сочетаний из n элементов по m
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Например, число пар, которые можно выбрать из 5-ти шариков:


[image: image5.wmf]10

)!

2

5

(

!

2

!

5

2

5

=

-

=

C

.
Из пяти карточек с номерами 1, 2, 3, 4, 5 выбираются две. Определить вероятность того, что они окажутся соседними.
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Построив таблицу сочетаний, можно обнаружить закономерность:

	n
	m

	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	1
	1
	1
	
	
	
	
	
	

	2
	1
	2
	1
	
	
	
	
	

	3
	1
	3
	3
	1
	
	
	
	

	4
	1
	4
	6
	4
	1
	
	
	

	5
	1
	5
	10
	10
	5
	1
	
	

	6
	1
	6
	15
	20
	15
	6
	1
	

	7
	1
	7
	21
	35
	35
	21
	7
	1

	8
	1
	8
	28
	56
	70
	56
	28
	8
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Действительно, комбинации могут не содержать шарик n, а могут содержать, отсюда, по второму принципу комбинаторики, и два слагаемых.

Типовая комбинаторная задача. Шарики – N б + M ч. Определить вероятность того, что в выбранной комбинации будет соотношение n б + m ч.
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Например, есть 10 вопросов. Из них учащийся знает 7. Какова вероятность того, что оба из двух вопросов билета окажутся известными? Здесь два типа объектов – известные и неизвестные вопросы. N = 7, M = 3, n = 2, m = 0. Подставляя в формулу, получим ответ 21 / 45, то есть вероятность чуть менее половины.

Аксиомы теории вероятностей 

Для событий A, B:

1) p(A+B)= p(A )+ p(B) – p(AB), 

для несовместных событий: p(A+B) = p(A )+ p(B)
2) p(Ā) = 1 – p(A)

3) p(АВ) = p(A) p(B|A) = p(B) p(A|B),

для независимых событий: p (AB) = p(A) p(B)
Аксиоматический подход к определению вероятностей

Применяется, если событие можно представить в виде выражения с другими событиями, вероятности которых известны. Используются аксиомы теории вероятностей.

Шарики: 3 б + 2 ч. Вытаскиваются два шарика. Обозначим A – вытащить в первый раз белый, B – во второй раз белый. Определить:

1. p(вытащить два раза белый) = p(AB) = p(A) p(B|A) = 3/5 ( 2/4 = 3/10

2. p(хотя бы один белый) = p(A+B) = p(A) + p(B) – p(AB) = 3/5 + 3/5 – 3/10 = 9/10
Формула полной вероятности 

Рассмотрим H1, H2, ... – любую полную группу событий. Пусть известны вероятности события A в отдельных случаях –  p(A|H1), p(A|H2),... Определим его полную вероятность, вне зависимости от случая.

Для любого события A справедливо разложение (см. рис. – A наступает всегда ровно с одним из Hi): 

A = H1A + H2A +... + HnA. Применяя аксиомы теории вероятностей, получим формулу полной вероят​ности: 

p(A) = p(H1)p(A|H1) + p(H2) p(A|H2)+... + p(Hn)p(A|Hn)
Задача 1: Имеется 3 корзины, выбираем случайно одну, из которой вытаскиваем шарик. Определить вероятность того, что он окажется белым. 

1-я: 3 б + 2 ч

2-я: 1 б + 4 ч

3-я: 2 б + 3 ч

Обозначим события H1 - выбрана 1-я корзина, H2 - 2-я, H3 - 3-я. Будем считать, что все события равновероятны (p(Hi) = 1/3).

p(б) 
= p(H1)p(б|H1) + p(H2) p(б|H2)+p(H3)p(б|H3) =


= 1/3 ( 3/5 + 1/3 ( 1/5 + 1/3 ( 2/5 = 6/15 = 2/5
Задача 2: Имеется корзина: 2 б + 3 ч. Игроки тащат по очереди. Сравнить вероятности вытащить белый у первого и второго игроков. 

У первого p(б) = 2/5. Второму может достаться для вытаскивания корзина 1 б + 3 ч (событие H1) или  2 б + 2 ч (событие H2). Первое событие происходит, когда первый вытащит б, значит, p(H1) = 2/5, аналогично p(H2) = 3/5. Для второго:

p(б) = p(H1)p(б|H1) + p(H2) p(б|H2) = 2/5 ( 1/4 + 3/5 ( 2/4 = 8/20 = 2/5
Вероятности совпадают, аналогично можно показать, что такая же вероятность будет для третьего и для других игроков. 

Задача 3: Имеются корзины: 2 б + 3 ч и  1 б + 3 ч. Из второй в первую переклады​вается случайно выбранный шарик. Определить вероятность того, что после этого из первой будет выбран белый. Возможны две ситуации: переложен белый (H1) и переложен черный (H2).

p(б) = p(H1)p(б|H1) + p(H2) p(б|H2) = 1/4 ( 3/6 + 3/4 ( 2/6 = 9/24 = 3/8

Задача 4: Когда у преподавателя особенно плохое настроение (H1, это бывает в четверти случаев) вероятность получить двойку – 1/2 При очень хорошем (H2, 1/4 случаев) – 1/6, в остальных случаях (H3) – 1/4. Определить вероятность получения двойки, если не известно настроение преподавателя. 

p(2) = p(H1)p(2|H1) + p(H2) p(2|H2) + p(H3)p(2|H3) = 1/4(1/2 + 1/4(1/6 + 1/2(1/4= 7/24

Формула гипотез (Байеса) 

Существует несколько альтернативных гипотез из которых верна ровно одна. В результате эксперимента происходит событие A. Это может повлиять на оценку возможности гипотез. Например, от некоторых (несовместных с A) придется вообще отказаться.

Известно, что наступило некоторое событие. Определить вероятность ситуаций (гипотез), при которых это произошло.

Используя соотношение для любых событий Hi и A: 

p(Hi A) = p(Hi) p(A| Hi) = p(A) p(Hi |A), получим:

p(Hi |A) = p(Hi) p(A| Hi) / p(A)

Иногда p(A) известна, а в некоторых случаях ее можно получить по формуле полной вероятности.

Задача: В условиях задачи 1 на полную вероятность. Вытащили белый шар. Определить при этом вероятность того, что вытащили его из i-ой корзины (p(б) = 2/5 по формуле полной вероятности уже получена).

p(H1 |б) = p(H1) p(б| H1) / p(б) = 1/3 ( 3/5  / 2/5 = 3/6 = 1/2 
p(H2 |б) = p(H2) p(б| H2) / p(б) = 1/3 ( 1/5  / 2/5 = 1/6
p(H3 |б) = p(H3) p(б| H3) / p(б) = 1/3 ( 2/5  / 2/5 = 1/3
Распределение случайной величины

Распределение случайной величины – некоторым способом заданное соответствие между значениями случайной величины и вероятностями их появления.

Ряд распределения

	значение x
	x1
	...
	xn

	вероятность p
	p1
	...
	pn


Многоугольник (полигон) распределения

	p
	
	пик моды
	
	

	p2
	
	
	
	

	p1
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	p3
	
	
	
	

	p4
	
	
	
	

	
	
	Mo
	
	x

	
	x1
	x2
	x3
	x4


Отношения случайных величин

Две случайные величины x и y называются зависимыми, если распределение одной зависит от значения, которое принимает другая. Пример: зависимыми являются значения роста и веса случайных людей – интервалы значений случайной величины «вес» и средние веса для людей с ростом 160 см и ростом 210 см различаются.

Мода и медиана случайной величины

Мода случайной величины Mo – значение этой величины, имеющее наибольшую вероятность. Для распределения на многоугольнике – это x2.  Рассмотрение рисунка дает представление, откуда возникло понятие «пик моды». Например, высота каблука на туфлях – случайная величина (может принимать разные значения), некоторый размер встречается наиболее часто. Это модная высота каблука.

	x
	4
	8
	16

	p
	4/8
	1/8
	3/8


Для ряда распределения Mo = 4 (значение с наибольшей вероятностью).

Медиана случайной величины x Me – такое значение, что p (x<Me)= 1/2. Для случайной величины то, что она окажется больше Me равновероятно с тем, что она окажется меньше ее. Для ряда распределения Me= 6 (хотя под требование подходит и любое число интервала (4, 8).

Гипергеометрическое распределение 

Часто возникают задачи такого рода. Имеется N объектов, среди них M особых. Отбираем n объектов и изучаем случайную величину m – количество особых среди отобранных. Распределение такой случайной величины называется гипергеометрическим. Формула вероятности получена комбинаторными средствами:


[image: image9.wmf]n

N

m

n

M

N

m

M

C

C

C

n

m

p

-

-

´

=

)

(


В знаменатели число всех возможных отборов n элементов, а в числителе – число способов отбора n элементов, когда m из них – выделенные. 

Пример 1. На группу 22 юношей и 8 девушек дали 5 подарков. 4 подарка достались девушкам. Определить веро​ят​ность этого события при случайном розыгрыше. N=22 + 8 = 30,  M = 8, n = 5, m = 4, далее по формуле: p5 (4) =...

Пример 2. Известно, что среди 1000 билетов, участвующих в розыгрыше, 300 – выигрышных. Определить вероятность того, что из купленных пяти билетов: 1) ни один не выиграет; 2) выиграет ровно один. Здесь N = 1000, M = 300, n = 5, m = 0 и 1.

Пример 3. В корзине 10 белых и 20 черных шаров. Определить вероят​ность того, что среди вытащенных 4-х не менее 2-х белых. Решение: p = p4 (2) +  p4(3) + p4 (4) = ...

Биномиальное распределение (Бернулли)

Случайное событие имеет вероятность p. Происходит n независимых (вероятность одна и та же) испытаний. Случайная величина m – количество наступлений события в испытаниях имеет БИНОМИАЛЬНОЕ распределение:
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Шарики: 3 б + 2 ч. Вытаскиваем шар и кладем обратно (чтобы вероятность не менялась при следующем испытании – условие их независимости). Определить вероятность того, что из пяти попыток получим ровно 2 белых шара. Вероятность белого в каждой попытке одинакова: p = 3/5; q = 1 – p = 2/5.

p5(2) = 10 ( (3/5)2 ( (2/5)3  

Характеристики случайных величин

Среднее (математическое ожидание) случайной величины:

Mx =
[image: image11.wmf]x

= x1 p1 + x2 p2+ ...+ xn pn
Дисперсия случайной величины – число, характеризующее разброс значений случайной величины относительно ее среднего, средний квадрат отклонения:

Dx = (2 = M(x-
[image: image12.wmf]x

)2 =(x1 – 
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)2( p1+(x2 –
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= M(x2) – (Mx)2 

Среднеквадратическое отклонение случайной вели​чины x
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. Часто вместо дисперсии записывают (2.

В важном частном случае (подставляя в формулы):

	x
	0
	1

	p
	1–p 
	p
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Момент порядка n случайной величины x относительно числа X
(n = M (x–X)n.

Если X = 0, то момент называется начальным.

Если X = 
[image: image17.wmf]x

, то момент называется центральным.

Среднее является начальным моментом первого порядка, дисперсия – центральным моментом второго порядка.

Моменты более высокого порядка характеризуют особенности распределения случайной величины, например, асимметрию распределения.

Математическая статистика 

Статистические совокупности – множества, обладающие массовыми свойствами (свойствами, отличными от свойств элементов множеств). Цель статистического исследования состоит в получении указанных свойств совокупностей. Элементы, множество которых образует изучаемую совокупность, называют единицами статистической совокуп​ности.

Выборочный метод

Генеральная совокупность – множество,  подвергающееся изучению. 

Выборочная совокупность (выборка) – подмножество генеральной совокуп​ности, которое отбирается для наблюдения.

Объем выборки – количество элементов, входящих в нее.

Репрезентативность – способность выборки представлять свойства генеральной совокупности.

Ошибка репрезентативности – ошибка, возникающая потому, что выборка является только частью генеральной совокупности. Обстоятельства, определяющие величину ошиб​ки репрезентативности:

1) способ формирования выборочной совокупности; 

2) разброс изучаемого свойства в генеральной совокуп​ности; 

3) объем выборки.

Статистика – результат любой обработки выборки. Например, среднее значение, минимальное, размах.

Выборочный метод – получение свойств выборки и распространение их на всю генеральную совокупность.

Статистические ряды

Вариационный ряд – ряд, составленный из единиц (вариантов) выборки в порядке возрастания какого-либо признака.

Ряды распределения получаются в результате двух методов обработки статистических данных:

Группировка данных – разбиение совокупности на группы одинаковых или близких  по существенным для исследования признакам единиц. Например, возрастные группы (18-20, 21-25, ...).

Сводка данных – подсчет общего количества одинаковых единиц совокупности. Например, суточная сводка преступлений по городу: убийств – ..., краж – ...  и т.д.

ошибка репрезен​тативности – статистика, которая характеризует выборку по некоторому признаку и вычисляется:
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Например, в выборке 100 человек, 10 из них – девушки. Говоря, что 10% всей совокупности представляют девушки, мы можем ошибиться. Определить ошибку репрезентативности W для выборки (признак атрибутивный, может быть заменен на 0/1).
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Обратная задача – по уровню допустимой ошибки репрезентативности определить n – минимально необходимый объем выборки:
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Выборочные медиана и мода 

Медиана делит выборку на две равные по объему части: меньше этого числа и больше – одинаковое число значений. Для получения строится вариационный ряд и изучается его среднее положение:

2
3
5
9
10
20
100

для нечетного числа значений Me = 9 

2
2
4
5
6
10
20
100
для четного – Me = (5 + 6)/2 = 5,5.

Мода выборки – наиболее часто встречающееся в ней значение. 

Для выборки x = 2, 5, 5, 4, 2, 4, 2, 1 Mo = 2, Me = 3
Для ряда распределения:

	x
	3
	5
	6

	f
	8
	4
	4


Mo = 3, Me = 4 

Для интервального ряда

	x
	x1 – x2
	x2 – x3
	x3 – x4

	f
	f1
	f2
	f3
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Например:

	x
	0 – 8
	8 –16
	16 –24

	f
	3
	9
	7


Mo = 8 + 8 / (1 + 2/6) = 14

Абсолютные и относительные величины 

Абсолютные величины – не зависят от других, измеряются простыми единицами: сумма – руб., расстояние – м, вес – кг, объем – м3 и т.д.

Относительные величины – представляются в виде отношения (частного) двух других. Единицы измерения часто имеют вид отношения, например, скорость - км/час; цена - руб./шт., руб./кг; производительность – шт./мин.; расход топлива – л/км; плотность вещества – кг/м3; плотность населения – чел/км2.  Иногда величины оказываются безразмерными (в результате сокращения единиц), например, при вычислении доли от целого, темпов изменения во времени, отношения одной части целого к другой: 

доля задолжников = число задолжников / общее количество обучающихся;

рост цен = стало / было;

соотношение обучающихся = юношей  / девушек.

Средние арифметическое и гармоническое 

Рассмотрим два ряда распределения относительного признака – скорости и определим в каждом случае среднюю скорость.

	v
	50
	80

	t
	1
	4


Автомобиль ехал два участка со скоростями 50, 80 км/час в течение 1 и 4 часов соответственно. 
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	v
	50
	80

	S
	100
	80


Автомобиль ехал со скоростями 50, 80 км/час два участка длиной 100 и 80 км соответственно. 
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Формулы расчета называются формулами средних арифметического и гармонического. Пусть имеется распределение относительной величины x и связанной с ней величины f.

	X
	x1
	x2
	...
	xn

	f
	f1
	f2
	...
	fn
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Выбор формулы зависит от связи двух признаков в таблице. Если она обратная, используется первая формула, прямая – то вторая. Например, по цене 100 руб./шт. было продано товара на 1000 руб., по 105 – на 2100, по 140 – на 2800. Определить среднюю цену.

	Цена, руб./шт.
	100
	105
	140

	Сумма, руб.
	1000
	2100
	2800
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Связь прямая, значит, используется формула среднего гармонического (=118).

Среднее геометрическое 

Рассмотрим относительную величину: 

рост признака = стало / было.

В первый раз значение признака увеличилось в 2 раза, во второй – в 18 раз. Во сколько раз в среднем происходит увеличение? Если воспользоваться формулой среднего арифметического, n = (18+2)/2 = 10. Но в таком случае за два раза прирост составил бы 10 ( 10 = 100 раз, а по условию 2 ( 18 = 36. Здесь решением будет 
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В общем случае, если признак последовательно увеличивался в x1, x2,...xn раз, то средний прирост может быть получен по формуле среднего геометрического:
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Статистическая зависимость. Диаграмма рассеяния

Две случайные величины связаны статистически, если распределение одной зависит от значения, которое принимает другая (для сравнения: связаны функционально, если значение одной зависит от значения другой; при функциональной зависимости любому значению одной величины соответствует ровно одно значение другой).

Частный случай статистической связи – корреляционная, при которой среднее значение одной случайной величины зависит от значения другой (на рис. – слева). Справа показаны статистически связанные величины, которые не коррелированны – среднее значение y для всех x постоянно; однако распределение все же изменяется – увеличивается дисперсия (разброс) y. Для получения представления о наличии статистической связи используют диаграмму рассеяния (на рис.): каждая точка соответствует паре значений (x, y) одной единицы совокупности, например, (рост, вес) одного человека. 


Коэффициент корреляции

Для корреляционной связи двух величин существует оценка ее величины – коэффициент корреляции.
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Свойства коэффициента корреляции:

1) для всех случаев значения находятся в интервале [–1,1]; 

2) для независимых величин равен нулю (обратное не обязательно верно!);

3) для связанных линейным соотношением y = kx + b он равен 1 или –1.

О силе связи судят по абсолютному значению коэффициента корреляции – чем оно больше, тем связь сильнее.

Функция регрессии. Уравнение линейной регрессии

Для двух случайных величин x и y регрессией называется любая функция f(x), приближенно представляющая статистическую зависимость y от x.

Например, существует функция 
[image: image29.wmf])
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, которая каждому x ставит в соответствие среднее значение y. Наилучшим прогнозом для случайной величины, при котором мы меньше всего будем ошибаться, является ее среднее. Рассмотрим выборку: 6, 12, 6, 8. Чаще всего в ней встречается значение 6. Оценим среднюю ошибку, которую мы получали бы, если каждый раз использовали в качестве прогноза 6:

Ош = 1/4 (0 + -6 + 0 + -2) = -2

А при использовании среднего значения 8:

Ош = 1/4 (-2 + 4 + -2 + 0) = 0

Чаще всего эту функцию приближенно представляют простой функцией, например, много​членом, прямой. Регрессия вида y = ax + b, называется линейной. Уравнение линейной регрессии:
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Теория графов

Граф (другое название – сеть) – множество узлов и дуг, которые их соединяют. Источник – узел, в которую стрелка не входит. Сток – узел, из которого стрелка не выходит. Для теории интерес представляют связи (дуги), которые в разных задачах нагружаются разными по смыслу числовыми значениями.

Оптимизация – поиск наилучшего по какому-либо критерию решения из возможных.

Задача о максимальном потоке 

Для сети, у которой известны пропускные способности дуг, определить пропускную способность всей сети – максималь​ный поток ресурса, который может поступать от источника к стоку. 

Из узла (1) – источника не может выте​кать поток более чем 8 + 2 = 10, а в узел (4) - сток не может втекать поток более чем 6 + 1 = 7, ведь потоку приходится проходить именно по дугам с такими пропуск​ными способностями. Понятно, что поток не будет превышать min (10,7) = 7.

разрез сети – любое множество дуг, исключение которых отделяет источник от стока и не дает ресурсу перемещаться между ними. 

Максимальный поток равен минимальному разрезу.

Среди всех разрезов ищется с минимальной суммой, эта сумма и определяет пропускную способность всей сети.

На рисунке примера минимальным разрезом будет {(1,2),(3,4)}. Сумма пропускных способ​ностей его 2+1=3 – самая маленькая, значит, и максимальный поток через данную сеть будет иметь значение 3. 

Задача сетевого планирования

Для комплекса работ, о каждой из которых известны время ее выполнения и перечень работ, которые должны быть завершены до ее начала, определить:

1). время начала каждой из работ; 

2). время окончания всего комплекса. 

	Работа
	Время выполнения
	Работы, которые должны быть выполнены предварительно

	1. 
	5
	

	2.
	4
	

	3.
	3
	1

	4.
	2
	1, 2

	5.
	6
	3, 4


Сетевой график: в качестве узла отмечают начало работы; дуги – процесс ее выполнения. Узлов должно быть столько, сколько имеется работ; дуг – ровно столько, сколько чисел указано в третьей колонке. Дуги соединяют связанные работы: предварительная работа начинается, идет и только после ее окончания наступает зависимая работа. Числа на дугах соответствуют времени работ.

Источниками на полученном графе будут работы, которые не ожидают выполнения каких-либо других работ и могут начаться с самого начала. Стоки соответствуют тем работам, которых не ждет ни одна из других работ, поэтому по завершении работы-стока может закончиться и весь комплекс работ. 

Вводятся две фиктивные работы: «Начало» и «Конец» работ, и соединяются со всеми источниками и стоками соответственно. Фиктивные работы не требуют времени выполнения, их иногда называют событиями.

Задачи сформулированные в начале сводятся к одной: оценки времени начала работы. Вре​мя, необходимое для всего комплек​са совпадет со временем начала фиктивной работы «Конец» работ. 

Метод решения задачи: из всех путей, связывающих начало и работу выбирается путь с наибольшей суммой времен (критический путь), эта сумма и является временем начала работы. 

	Работа
	1
	2
	3
	4
	5
	К

	Начало
	0
	0
	0+5
	0+5
	0+5+3
	0+5+3+6


Алгоритм: форма представления и свойства

Алгоритм – множество действий, связанных последовательностью выполнения. Может быть представлен в различной форме, главное, чтобы были отражены действия и связи следования. Например, может быть представлен в виде описания на языке (в том числе на алгоритмическом – специальном языке программирования). Иногда алгоритм представляется графически – в виде графа (блок-схемы). При этом узлы, описывающие действия, обозначаются с учетом специализации действий. Например, действие, заключающееся в проверке условия, обозначается ромбом; в этом случае из него должны выходить две связи следования – в случае положительного и отрицательного результатов проверки. Обычное действие обозначается прямоугольником.

Свойства алгоритма: понятность для исполнителя, простота, правильность, число действий, число шагов (некоторые действия могут выполняться многократно), устойчивость (то есть насколько он работает правильно для различных данных), универсальность (насколько широко применим), скорость работы, точность (для приближенных алгоритмов), тип (по структуре – циклический, линейный,..).

Модель. Классификация моделей. 

Модель – объект-заменитель, в чем-то подобный объекту-оригиналу. Используется для изучения свойств оригинала. Модель самолета похожа на оригинал формой, помогает изучить, например, аэродинамические характеристики (сопротивление воздуху, устойчивость и т.д.). Топ-модель похожа на зрителя в зале наличием рук, ног и т.д.; помогает зрителю представить, как он (она) будет выглядеть в демонстрируемой одежде. S = v t. Зная одни свойства двигающегося тела, можно узнавать связанные с ним другие. Это – математическая модель.

	Полная – Неполная
	учитывает все или только основные свойства оригинала.

	Точная – Приближенная
	точность получаемых свойств высока или заведомо ограничена

	Динамическая – Статическая
	учитывает изменение свойств объекта во времени или свойства считаются постоянными

	Определенная – Вероятностная
	закономерности всех свойств определены или существуют свойства, подчиняющиеся случайным явлениям


Интерполяционная модель 

	x
	f

	x1
	f1

	...
	...

	xn
	fn


Для некоторой функции f известны только значения в некоторых точках x1,...xn,. Определить значения с некоторой точностью для любых других точек.

Для решения функция-оригинал f заменяется на известную функцию, которую можно легко вычислять в любых точках, чаще всего на многочлен вида: 

y(x) = c0 + c1 x + c2 x2 +...+cn-1 xn-1  

Эта функция выбирается подобной f – таким образом, чтобы она проходила через те же известные точки, (узлы интерполяции), что и f. Известно, что через n точек можно провести ровно один многочлен степени n-1. Например, через две точки – единственную прямую, через три – одну параболу и т.д.  y(x) является объектом-заменителем (моделью), вычисленные ее значения распространяются с некоторой точностью на f.
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	x3
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	x
	f

	2
	4

	0
	-2

	3
	10


Пример. Определить значение функции в точках x = 1, x = 4. Построим многочлен, проходящий через указанные точки: y(x) = a x2 + b x + c. Когда x принимает значение 2, многочлен должен иметь значение 4, и т.д.:
4 a + 2 b  + c = 4
0 a + 0 b  + c = -2
9 a + 3 b  + c = 10
Решая систему, получим коэффициенты: c = –2, b = 1, a = 1.

y(x) = x2 + x – 2.  Это и есть интерполяционная модель.

Подставляя значения: y(1) = 0, y(4) = 18. Это и есть приближенные значения функции f в этих точках.
Численное решение уравнения

Любое уравнение может быть представлено в виде: f (x) = 0. Часто из него невозможно выразить корень в явном виде, возможно только вычисление значений f в любой точке и приходится прибегать к приближенному решению, последовательно находя очередное значение. Каждый шаг может описываться схемой (метод секущих).

Пусть для точек x1 и x2 уже получены значения функции f1 и f2. Заменим функцию-оригинал на функцию, у которой корень можно просто найти, – прямую y = ax + b, причем такую, что она проходит как и f через те же две точки. Корень x3 функции-модели ax + b = 0 можно использовать в качестве очередного приближения к решению.
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Прямая, проходящая через любые две точки (x1, f1),  (x2, f2) описывается уравнением: 
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Выразив y и приравняв к нулю: 
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Этот же результат можно получить из отношения подобия треугольников на рисунке. 

Прогнозирование на основе регрессионной модели

Два признака x, y связаны не функционально, а статистически. Определить наилучший, дающий наименьшую ошибку прогноз для значения второго признака, если известно значение первого.

	y
	
	
	
	
	

	(
	(
	(
	
	
	

	(
	
	
	
	
	

	
	(
	(
	(
	(
	x

	
	
	(
	(
	
	(

	
	
	
	
	(
	(


Все в мире связано со всем причинно-следственными связями: 

y = f(x, a, b, c,...). Такая функциональная связь может быть неизвестна: мы можем не наблюдать величины a, b, c,... или не знать об их влиянии на y. Поэтому, изучая связь x и y, приходим к статистическим связям: при одном и том же значении x могут получаться разные значения y.

Для решения задачи заменяют статистическую зависимость признаков на функциональную: y = f(x). Последняя функция-модель называется регрессией. Например, среди всех прямых вида y = ax + b выбирается такая (линейная регрессия), которая для известных статистических данных дает наименьшую ошибку. Уравнение для такой прямой имеет вид:
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Определить наилучшее значение для признака y, когда признак x примет значение 10, если известна статистическая выборка (объем n = 8):

	x
	0
	1
	3
	4
	4
	6
	7
	7
	10

	y
	1
	3
	3
	5
	6
	6
	7
	9
	?
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EMBED Equation.3[image: image35.wmf]
Это и есть линейная регрессионная модель. Для прогноза значения y подставляем известное значение x. При x = 10 прогноз 

y (10) = 10,5.

	x
	1
	3
	5
	7
	9
	15

	y
	1
	4
	4
	4
	7
	?


y = 0,6 x +1

y(15) = 10


Информатика


Информатика = Информация + Автоматика

Свойства и единицы измерения информации

Информация – сведения об объектах и явлениях. Для информации можно выделить ряд свойств, например: время и место возникновения и существования, форма представления, важность, секретность, ценность, объем, принадлежность, достоверность и т.д.

Любые изменения свойств информации в течение времени называют информационными процессами. Например, к ним можно отнести: перемещение в пространстве (изменение места), преобразования и обработка (изменение формы), сохранение во времени, изменение владельца, ценности и т.д.

Информация имеет конкретное смысло​вое значение и для различных потребителей в информации содержится разное коли​чество смысла. Шерлок Холмс и доктор Ватсон, получая одну и ту же информацию, выделяли из нее существенно разный смысл.

В то же время информация имеет количественную меру, абстрагированную от ее смысла и играющую важную роль при ее оценке (измерении) в различных сферах ее применения. 

	Информация
	Единица измерения

	Содер​жащаяся в книге
	Страница

	Фонды библиотеки
	Том

	Телеграммы
	Слово

	Документооборота 
организации
	Документ


Количество информации в ЭВМ, как и в различных теориях информации, принято измерять в битах. Бит – это минимальная единица количества информации, которая может принимать ровно два значения (0/1, Да/Нет, Белый/Черный и т.д.). 

Определенное количество бит составляет размер других единиц: байт – поле из восьми бит, ис​пользуется для представления в компьютере кода одного символа. Кроме того существуют и производные от байта единицы:

килобайт (Кбайт)
= 1024 байт;

мегабайт (Мбайт)
= 1024 Кбайт;

гигабайт (Гбайт)
= 1024 Мбайт.

Информационное обеспечение. Определение информационной потребности

Совокупность информации, которая необходима для какой-либо деятельности называют ее информационным обеспечением. Для определения потребности в информации существует два подхода:

– Потоковый. Изучается все движение информации (документов, команд и т.д.) в системе (существующей).

– Задачный. Анализируется состав задач, которые выполняются (или должны вы​пол​няться) в системе. 

Могут использоваться различные методы, например:

– Матричный. Составляется прямоугольная матрица (таблица) вида (потоковый подход определения информационной потребности отдела кадров):

	Документ
	Свойство

	
	Желание
	Гражданство
	Наличие жилья
	...

	Заявление
	+
	
	
	

	Паспорт
	
	+
	+
	

	...
	
	
	
	


Таблица растет в двух направлениях. В результате получают: во-первых, перечень свойств каких-либо объектов, составляющих информационное обеспечение; во-вторых, некоторую оценку важности разной информации (по частоте использования в различных документах).

– Построения дерева свойств. Например, для определения пригодности к работе (задачный подход), может быть построено такое дерево:

	Пригодность к работе

	
	По состоянию здоровья

	
	
	Физического

	
	
	Психического

	
	По образованию

	
	
	Общему

	
	
	Специальному

	
	По опыту работы

	
	
	Непосредственной работы

	
	
	Смежной работы


Аппаратное обеспечение

Компьютер относительно информации выполняет две функции: 

	Функция (Устройство)
	Характеристика (Единицы)

	Обработка (Процессор)
	Скорость (Тактовая частота, МГц)

	
	Возможности команд, зависят от типа процессора

	Хранение
(Память)
	Объем хранимой информации (Мегабайт)

	
	Скорость доступа (сек)

	
	Надежность хранения


Технические характеристики (Процессор / Память):

Тип–Частота/Оперативная память/Жесткий диск/Видео.

	
	
	Процессор
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Системная шина

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Основная

память
	
	Порт
	
	Порт
	
	Порт

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	Адаптер
	
	Адаптер
	
	Адаптер

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	Устройство ввода
	
	Устройство вывода
	
	Внешнее запоминающее устройство

	
	
	
	
	
	
	

	Системная шина
	устройство для передачи информации между всеми компонентами ПК

	Порты
ввода-вывода
	специализированная память, к которой есть доступ со стороны и процессора, и устройства. Одно устройство может использовать несколько портов.

	Адаптер (например, видеоадаптер)
	устройство, приспосабливающее работу перифе​рийного устройства к цифровым стандартам компью​тера; для стандартных устройств может отсут​ствовать.


Назначение и технические характеристики устройств

	Устройство
	Назначение
	Характеристики

	ввода информации

	Клавиатура
	ввод текстовой информации
	тип, количество клавиш

	Мышь
	ввод графической координат​ной информации
	число кнопок, чувстви​тель​ность, тип, специаль​ные возможности

	Сканер
	ввод графической информации
	цветность, разрешение (точек на дюйм)

	вывода информации

	Монитор
	вывод алфавитно-цифровой информации визуально
	размер экрана (по диагонали, в дюймах), размер точки экрана, цветность, тип

	Принтер
	вывод на бумажный носитель
	цветность, разрешение (точек на дюйм)

	внешнее запоминающее устройство

	Жесткий диск
	хранение информации с произвольным доступом
	объем, скорость вращения (оборотов в минуту), время доступа

	CD-устройства
	работа с CD-дисками
	скорость передачи информации, возможность записи, повторной записи, возможность автономного проигрывания музыкальных дисков


Программное обеспечение

Программа – набор инструкций для процессора по обработке информации. Совокупность программ, обеспечивающих некоторую деятельность, называют программным обеспечением.

Прикладные программы обеспечивают деятельность человека. Подготовка документов, обеспечение доступа к информации, игра и т.д.

Системные программы обеспечивают работу компонентов компьютера (технических и программных).

Операционная система – система программ, обеспечивающих поддержку работы всего программного обеспечения. Функции:

– Управление ресурсами компьютера (физическими – память, процессорное время, периферийные устройства и т.д., логическими – файлами, папками, устройствами и т.д.);

– Управление процессами (загрузка и инициирование программ, разделение между ними ресурсов, приостановка и завершение программ).

– Доступ к функциям операционной системы (интерфейс): пользовательский, программный.

Файловая система

Операционная система дает возможность работать с физическими ресурсами на логическом уровне, при этом технические особенности устройств от пользователей (программ) скрываются. Появляются логические единицы информации – файл, папка, логическое устройство, все они не зависят от носителя информации. Операционные системы по-разному могут обеспечивать доступ к файлам, поэтому одни операционные системы могут не понимать структуры данных других систем и не давать доступа к файлам.

Функции операционной системы по управлению файлами: Создание, Удаление, Открытие, Поиск, Чтение, Запись,...

Стандартные программы операционной системы

Пуск – Программы – Стандартные: 

Текстовый редактор

Калькулятор

Просмотр рисунков

ИГРЫ

МУЛЬТИМЕДИА

СЛУЖЕБНЫЕ

Проверка диска (на наличие ошибок в логической структуре и на физическом носителе) 

Дефрагментация диска (изменение размещения файлов на физическом носителе так, чтобы они не разделялись на фрагменты, при этом скорость доступа к файлам возрастает)

Реляционная модель информационных систем

Relation – отношение (англ.). Объекты реляционной информационной системы имеют различные свойства, среди которых могут быть и свойства связанности с другими объектами. Обычно логически объекты представляются в виде прямоугольных таблиц. Одна строка таблицы (запись) соответствует одному экземпляру объекта. Столбец (поле) – одному свойству объекта.

Объект – учащийся

	
	Поле 1
	Поле 2
	Поле 3
	

	
	Фамилия
	Имя
	Группа
	...

	Экземпляр 1
	Иванов
	Борис
	001
	...

	Экземпляр 2
	Петров
	Андрей
	002
	...

	Экземпляр 3
	Сидоров
	Сергей
	002
	...


Объект – группа

	
	Поле 1
	Поле 2
	Поле 3
	

	
	Номер
	Аудитория
	Ответственный
	...

	Экземпляр 1
	001
	101
	Трофимов
	...

	Экземпляр 2
	002
	102
	Сидоров
	...

	Экземпляр 3
	003
	103
	Ефимов
	...


Два объекта связаны друг с другом. Можно определить аудиторию, в которой учится Иванов. Или имя ответственного 002 группы. Для этого нужно будет это свойство выбрать из другого, связанного с этим объекта.

Интеллектуальные системы

Поддержка интеллектуальной работы человека. Традиционные области: языковой перевод, проверка грамматики и диалог на языке; распознавание речи, изображений (например, текстов); решение шахматных задач и игра в шахматы и другие игры; доказательство теорем; получение новых знаний, экспертные системы.

Модель знаний

	Знания
	
	

	Факты
	Правила, позволяющие из одних фактов получать новые
	
	Новые факты

	Ф1
	П1
	
	Ф’1

	Ф2
	
	
	Ф’2

	...
	П2
	
	...

	ФN
	
	
	

	2 ( 2 = 4
	Правила умножения столбиком
	
	222 ( 222 = ...


Информационно-вычислительные сети

Предназначены для автоматизации обмена информацией между отдельными элементами сети (технические устройства – компьютеры, сетевые принтеры и модемы; пользователи). Сетевые игры, общие ресурсы, распределенные базы данных, электронная почта,...

Подключение компонентов сети осуществляется по определенным стандартам. Архитектурой сети называют совокупность связей технических элементов и распределение информации по логическим элементам (база данных, пользователь, компьютер). Архитектура определяет способы взаимодействия и обмена информацией.

Электронная почта - одна из услуг, организуемой в сети. Пользователю электронная почты выделяет электронный ящик – часть дискового пространства на сервере. Доступ к ящику происходит по специально назначаемому имени – для записи информации. Для получения с почты этой информации (обычно, при этом она удаляется с сервера) кроме имени необходим еще и пароль. Электронная почта позволяет снять зависимость отправителя сообщения от подключения адресата к сети.
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